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ALGUNOS PROBLEMAS EN DERIVADAS PARCIALES SEMILINEALES CON MEDIDAS,
1 . INTRODUCCION .
Vamos a tratar de algunos problemas elípticos y parabóli
cos que pueden formularse respectivamente de la forma
y
(Pel)
(Pev )
+ Au = f
	
en 2 C IRN
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condiciones de contorno en P = asa
ut + Au = F en QT = 12 X ]0,T[
u(x,0) = uo(x) en S2
+ condiciones de contorno en ST = ase X [O,T]
donde 2 es un abierto de IRN de frontera regular, f : f2-IR,
F: QT -" 1R y vo : f2 -~ 7R son funciones medibles o medidas y A es
un operador en general no lineal y multívoco que generaliza el opera-
dor laplaciano -A.
En el presente artículo expondremos algunos resultados pa
ra problemas del tipo
	
(Pel) Y (Pev) válidos cuando alguno de los
datos f, F, uo son medidas de Radón acotadas . Físicamente ello es
de extrema importancia al permitir tratar como datos impulsos locali-
zados, cargas puntuales, puntos de control y uña variada clase de fe-
nómenos que se describen en términos de la "función" delta de Dirac,
a .
Dado un abierto 2 de IRN , se define
jq(2) _ {f 6 1Co(ft)]' : Ildf1 <
Si Cef) es un conjunto de las funciones continuas en 2 que tien
den a cero "es el infinito" (es decir, según el filtro de los comple
mentos de los subconjuntos compactos) con la topología "sup", resuel
ta que 311 (9) = [ Ce (S2)]' . Además Ll (S2) es denso en ,irl (2), si.
f E L 1 (S2) Ilf II 1 = II f 11 (2) y todo conjunto acotado en )11(9) es re
lativamente compacto para la topología a(,M,C, ) [cf . como referencia
Edwards [10], pp . 280-288] .
Estos resultados pueden ser utilizados para resolver
(Pel),	(Pev) con datos en )11( 52 )
siempre que conozcamos una buena
teoría en L l (S2) (por ej ., m-acretividad, ver más adelante) y además
la aplicación solución sea acotada de . L 1 (Q) en un espacio funcional
adecuado que nos permita el paso al límite . El procedimiento a seguir
consiste en aproximar (Pel),	(P v por
(Pel)
(Pev )
+ cond . contorno
un + Aun = fn	co
	
fn 6 L 1 (QT), fn -~ f en a( C )
Dos palabras sobre técnicas y notación : Un operador (en general mu1
tívoco) en un espacio de Hílbert H, p .e . L2 (1) es una aplicación
A : D(A) H -> P(H), P(H) = partes de H . Por abuso de notación
escribiremos A : D(A) + H . Se dice monótono si
(1) Vx, y 6 D(A) <Ax - Ay, x-y> > 0
Un operador monótono es maximal (o .m .m.)
sentido de inclusión de grafos (en H x H) . Según un
ma de Mínty, A : D(A) -" H es un o.m .m . si¡ el rango
= 11 (1 = identidad) .
En adelante S representará un grafo (u operador) maxi
mál monótono (g .m.m .) de 1R ; en particular S suele ser una "poten-
cía"
R(s) = IsI q-1 s, q > 0 .
si lo es en
famoso teore-
R(1 + A) =
En [5] se recoge la información sobre operadores monóto-
nos con vista a la aplicación a problemas estacionarios y de evolución .
Si X es un espacio de Banach, p .e., Lp (2), 1 < p < m,
el concepto de operador monótono es favorablemente generalizado con el
concepto de operador acretivo :
	
A: D(A) X -> P(X) es acretivo si
(2) la aplicacíón Rx = (I + XA)
-1 es una contracción :
D(Rx ) G X -> X para todo X > 0
A es m-acretivo (generalización de o .m .m.) si R(I + XA) = X, es de
cir, en términos de ecuaciones, si u + XAu = f tiene solución u
para toda f G X y todo a > 0 .
Una referencia de operadores acretivos y resultados:pue
de verse en [2] .
Finalmente Lp (S2), 1 < p < - son los espacios de Lebes
gue sobre un abierto 2 de IRN , N > 1 . . Mp (51), 1 < p < W son los
espacios de Marcinkiewicz (cf . [4J, apéndice) ó 'L', débiles (cf .
[14), §9) . Es de notar que MPG Lloc, 1
< q < p . Para k > 0 y
1 < p < ~, wk 'p (St) y wá'p (2) son los espacios de Sobolev usuales .
Un resumen de todos los resultados a utilizar puede .ver .
se en [15] .
2 . ALGUNOS PROBLEMAS CON MEDIDAS .
2 .1 . La ecuación "de Thomas-Fermi .
La Teoría de Thomas-Fermi es un modelo de tipo electros-
tático que representa una buena aproximación de la Teoría de Schrodin
ger para la Mecánica Cuántica y se aplica con éxito por ejemplo en la
determinación del radio efectivo de un átomo o en el estudio de la in
teracción entre átomos neutros, cf . E .H . Lieb - B . Simon [12] para
una exposición de resultados sobre TF hasta 1977 . Dado el funcio-
nal
oC (p) =-!
	
13p(x)5/3dx - v(x)p(x)dx + 2 ~~ P(x)p(Y) dxdy
s
+ U, . definido para p 6 L 1 fl L /3 OR3), p > 0
k
donde V = Z zj Ix-R j I
-1 es la energía potencial electrostática de
j=1
bida a los núcleos de carga zj situados en R j y U =
1<icj<k
z í z j IRi-R
j1
 es la energía de repulsión núcleo-núcleo, se trata de
minimizar ,F(p) en la clase de densidades de carga electrónica p
especificada, obteníéndose la existencia de una densidad pTF para
una energía ` TF = min,E(p) .
(P1)
Teorema 1 . [4] .
Tras una serie de cálculos, la ecuací6n de Euler corres
pondíente se puede presentar d e la forma
donde d es la masa de Dirac .
H . Brázis, cf . [7], aborda directamente el estudio de
(3) mediante las técnicas de operadores m-acretívos desarrolladas en
[8] y [4] . El problema (3) es un caso particular del problema
-Au + S(u)-9 f
donde B es un g .m.m . de IR tal que 0 6 S(0) . Si f 6
L'ORN) se
obtiene una buena teoría - L1 :
i) Sea N > 3 . Para todo f 6 L1 CRN) existe una única
u e M"-/N-1 tal que Ivul 6 NN /N-1 y existe una única w 6 L 1 OR
N )
tales que -Du + w = f, w 9 B(u) ctp, es decir, resuelven (P1) .
ii) Sea N = 2 y 0 E Int S(IR) . Para todo f 6 L1oR2)
existe u 6 wlocOR2) tal que IVUI 6 M
2
0R
2
) y existe w 6 L't1RN )
única cumpliendo (P1) : -Au + w = f, w E B(u) ctp .
iíi) Sea N = 1 y 0 E Int S(R) . Para todo f E L'OR)
existe
	
u E W 1 ' m (R) y -existe w 6 L'GR) única cumpliendo -Au+w = f
w e B(u) ctp .
Teorema 2 [3] :
Además si u, ú, w, w son soluciones correspondientes
respect . a f, f se tiene I1(w-w)+II1 < 11(f4) 4» 111 y la aplica-
ción f -. (u, grad u) es acotada
i) si N > 3 de L1 en MN/N-2
x MN/N-1
ii) si N = 2 de L 1 en Wloc x M2 1 < p < 2 .
üi) si N = 2 de L 1 en L. x Lw.
Los resultados anteriores implican que el operador
1
A definido de forma apropiada, es m-acretivo en L'ORN)
y la aplicación f ; B ((I+A) -l f) es acotada de L1 ORN) en los es-
pacios antedichos .
En [3] Ph . Bénilan y H . Brézis realizan el . procedimien-
to de aproximación -L1 previsto en 41 para (P1) cuando f es
una medida acotada y se obtienen para N > 3 :
Sea N > 3 Y B un g .m.m . tal que 0 6 0(0) . Las afir
maciones siguientes son equivalentes :
i) D(B) =7R 2(N-1)/N-2
1
ii) para todo f 6
	
MN) existe u E NN/N-2ORN),IVul6
6 MNIN-1 existe w 6 L 1 (EN ) y w 6 R(u), -Au + w = f ctp .
nes u, w son únicas y se tiene (T-acretividad de A) .
iii) ídem para el caso particular f = td .
Además en caso de verificarse i), íi), iii) las solucio
Este resultado lo extendemos para dimensiones N = 1,2
en el trabajo [15) :
Teorema 3 : 1) Sea N = 2 y S un g.m .m . tal que 0 6 R(0),
0 E Int S(0) . Entonces son equivalentes :
0
para todo a 0 .
íi) para todo f E ).A(R2 ) existe u E
W1 1CR2) Ioul 6
y existe w 6 L1(IR2) Y w 6 S(u), -Au + w = f, ctp .
iii) ídem para f = cd, c 61R
2) Sea N = 1 Y S un g .m .m . tal que 0 6 0(0) Y
0 6 Int SQR)-. Entonces son equivalentes :
6 M
tívidad 1 .
i) D(S) =IR ~~[S(r) - R(r))
e-ardr < o0
i) D(s) = 1R (C 1 )
ií) para todo f 6 m OR) existe u 6 W l ' OR) y exis-
te w E L 1 0R) y w 6 S(u), -Au + w = f ctp .
En ambos casos w es única _y u es única salvo (posible
mente) una constante adítíva . Se cumple la desigualdad (4) [T-acre-
222 . El problema (P i ) tiene también interés cuando el
espacio base es un abierto acotado 52 de 1RN . Sea como antes S un
g.m .m . de 1R tal que 0 6 B(0) . Planteamos
-Au + S(u)
	
f en St
u=0 en I'=852
H. Brézís y W . Strauss muestran que el operador
1
A = -A o B es m-acretívo en L 1 (S2) en el siguiente sentido :
1 1 ,qTeorema 4 . [81 : Para todo f 6 L (52) existe u 6 Wa (52)
1 < q <
NM1
única y existe w 6 L1 (Q) única tales que -áu + w = f,
w 6 S(u) ctp . . Además si u, w corresponden a f' se tiene
y la aplicación f - u es acotada : L 1 (Q) -" Wo'q(S2) .
A partir de estos resultados A . Bambereer en 113 aplica
el procedimiento de aproximación -L1 del §l para obtener solucio-
nes de (P~) cuando f es de la forma g + Óxo, g 6 L 1 (52) y
dx (x) = «x-x0), imponiendo a S ciertas condiciones de crecimien
o -
to .
Este resultado puede ser mejorado utilizando las técní-
cas de §2 .1 . Así nosotros obtenemos :
Teorema 5 . [16] : Sea 0 un g .m .m . de ]R tal que 0 6 R(0) . Son
equivalentes :
í) 0 cumple la condición (CN) de'los Th . 2,3 .
1,qii) Para todo f E )11(2), existen u 6 Wp(51),
1 < q <
NN1
única y w 6 L 1 (52) única tales que
-Au + w = f, w 6 S(u) ctp .
iii) ídem para f = cd, c EIR .
Además en este caso
	
11 (w-w)+ ~I 1 < II (f-f) + I~ en el
sentidoya apuntado .
En el caso en que. St sea un abierto no acotado de IRN
carecemos de una buena teoría de existencia en L 1 (S2), salvo en el
caso en que f 6 Ló(S2), es decir f tenga soporte compacto, pues
entonces se tiene,
Teorema 6 . [17] : Sea. 2CIRN	unabierto acotado de IRN de frontera re
ug lar P sea 0 un grafo m .m . de IR tal que 0 6 S(0) y que
f
Entonces para toda f 8 Lu(RN ) existe una única
u E W 1,q (2), 1 < q < NN1 y existe una única w 6 L 1 (2) tales
que -Au + w = f, w \ 6 R(u) ctp ., es decir u resuelve el problema
Además u y w tienen soporte compacto .
Para otros resultados ver [6] y [9] .
Aplicando la técnica de aproxímaci6n L 1 obtenemos
Teorema 7 . [16] : Sea 2 C. IRN un abierto no acotado de frontera re
ug lar P sea S un g .m.m . tal que 0 C S(0) y cumplíendo (SC) .
Entonces son equivalentes :
i) cumple (CN) .
s
ds( (I 0(t)dt) -1/2 < ao (SC)
-1 0
-Au + R(u) 3 f en 2
2.3 . Un róblema de evolución .
(P )
	
{ u(x,0) = u0(x) en Si
Así se tiene,
Teorema-8 [11 : Si
u E Lr (O,T ; Lr (S2) .
ii) para todo f E >n o (9), medida acotada de soporte
compacto, existen u w como en el Th . 6 .
A . Bamberger trata asímismo el problema
ut - Au + S(u) 3 f + g(t) dx (x) en Q = 90(O,T)
0
u = 0 en E = I' x [O,T]
donde T > 0, f E LZ (Q), u0 E H0' (9) =
W0' z (St) y g E La(O,T) .
i) B es una función 0 1 M) creciente tal que 0 c 0(0)
0 < S'(a) < dlIXI p-1 + d 2 , dñ EIR con
N+2 Nü) 1 < p < q* (o) = inf ( 2
N-2f --
a
Entonces (P Z ) tiene una solución única u E Lq (O,T :Lq(S2))
Vq : 1 _< q < q*(a) . Además s i 1 < r < r*(a) = inf( N+2 N )
N-1+
2 N-1
Esta ecuación tiene interés en ciertos modelos f : :icos,
por ej . en técnica de reactores nucleares en que la variable de con-
trol es la posición x0 del punto en que se aplica el impulso dx .
En [1] se estudia la dependencia de u respecto a x0 .
a
2 .4 .
	
Impulsos como dato inicial de una ecuación de evolu-
cíón : soluciones tipo fuerte .
S . Kamenomostskaya, estudia en [11], [12] el problema
(P3)
u t = (S(u))xx para x 6IR, t
> 0
u(x,0) = uo(x)
en que uo(x) = ES(x), E constante, es un dato inicial localizado .
(P 3 ) puede describir la densidad de filtración de un gas en un me-
dio poroso o, ciertos fenómenos que ocurren al comienzo de una expío
sión nuclear . Definidas las correspondientes soluciones generaliza-
das (P3) que S . Kamenomostskaya denomina "de tipo fuente" se demues
tra :
Teorema 9 [11] : Sea S una función continua : [0, S) -IR, de cla-
tal que S(0) = 0, j'(0) > 0, s(u) > 0
S'(u) > 0 si u > 0 ; además para todas m,M :
Y s'(u) son acotadas en [O,M] v (3"(u) hasta Sv'(u) son acota-
das en 0 < m < u < M . Entonces (P 3 ) tiene soluciones únicas gene~
rali~lara todo E > 0 .
se C6	 r. (0,-)
0 < m < M, S(u)
El Teorema 9 puede ser extendido con técnicas como las
anteriormente expuestas a grafos maximales monótonos S tales que
0 6 B(O) . Asímismo las soluciones
evolución con operadores monótonos de tipo divergencial .
Sobre ello tratamos en [18] .
problemas de
tipo fuerte existen para diversos
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